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1 Aufgaben

1.a Statistik

Aufgabe
1

: Basiskennzahlen Statistik

Zum Kennenlernen der Basiskennzahlen der Statistik empfehlen wir, die folgende Aufgabe handschriftlich
und ohne Taschenrechner zurechnen.

Gegeben sind folgende Wertepaare (𝑥𝑖, 𝑦𝑖):

Größe 𝑖 = 1 2 3 4 5 6
𝑥𝑖 1 1 0 2 1 1
𝑦𝑖 3 4 2 4 3 3

a) Berechnen Sie dazu die Basiskennzahlen:
• 𝑁,

•
𝑁
∑
𝑖=1

𝑥𝑖,

1
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•
𝑁
∑
𝑖=1

𝑦𝑖,

•
𝑁
∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 ,

•
𝑁
∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 und

•
𝑁
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑦𝑖.

b) Berechnen Sie nun:
• ̄𝑥,

• ̄𝑦,

• 𝜎𝑥
2,

• 𝜎𝑦
2,

• KOV(𝑥, 𝑦) und

• 𝑟2.

Zum Hinweis

1.b Funktionen

Aufgabe
2

: Funktionen Prüfen

Sie vermuten folgende Funktion als Beschreibung einer Beobachtung.

𝑓(𝑥) = 5 𝑥2 + 3𝑥 − 2

An welchen Stellen würden Sie zuerst überprüfen, ob diese Funktion sinnvoll ist?

Zum Hinweis

Aufgabe
3

: Taylorreihe: lineare Näherung

Wie lautet die Näherungs-Geradengleichung zu folgender Sinus-Funktion

𝑓(𝑥) = 𝑎 sin(𝑥)

a) im Punkt 𝑥 = 0 und

b) im Punkt 𝑥 = 𝜋
2

.

Zum Hinweis
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Aufgabe
4

: Taylorreihe: Energiegleichgewicht

In einem stabilen Zustand hat die Energie ein Minimum (vgl. Abschnitt 11.3.c). Für viele Energieberech-
nungen nähert man dieses Minimum durch eine Parabel an.1

Sie haben folgende Energiefunktion gegeben:

𝐸(𝑥) = 4
3

𝑘2 𝑥3 − 𝑏2 𝑥 mit 𝑏, 𝑘 > 0.

Berechnen Sie die Funktion der Parabel im Minimum. Geben Sie die Funktion an in der neuen Ortsvariablen
𝜉 = 𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛 an.

Zum Hinweis

1Hinweis: Daraus resultiert die Theorie des harmonischen Oszillators.
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2 Hinweise

2.a Statistik

Hinweis
1

zu Aufgabe 1 „Basiskennzahlen Statistik“

Werte addieren, Bsp:
𝑁
∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 = 12 + 12 + 02 + 22 + 12 + 12 = 8

und Definitionen anwenden z.B. Definition 3.2.5 und Definition 3.2.9

Zur Lösung

2.b Funktionen

Hinweis
2

zu Aufgabe 2 „Funktionen Prüfen“

Beachten Sie Rezept 3.3.4 und Rezept 3.3.5.

Zur Lösung

Hinweis
3

zu Aufgabe 3 „Taylorreihe: lineare Näherung“

Nutzen Sie die Definition 3.3.16 „Taylorreihe“ indem Sie Rezept 3.3.17 „Polynomnäherung“ anwen-
den.

Schreiben Sie die Funktion und die Ableitungen explizit hin. Rechnen Sie die Funktionswerte an den
Stellen aus und setzten diese dann in die Definition ein.

Zur Lösung

Hinweis
4

zu Aufgabe 4 „Taylorreihe: Energiegleichgewicht“

Bestimmen Sie zuerst das lokale Minimum der Energiefunktion. Bei 𝑥 → −∞ gilt die Beschreibung mit
dieser Funktion sehr wahrscheinlich nicht.

Nutzen Sie die Definition 3.3.16 „Taylorreihe“ indem Sie in Rezept 3.3.17 „Polynomnäherung“ die
quadratische Näherung berechnen.

Schreiben Sie die Funktion und Ableitungen explizit hin. Rechnen Sie die Funktionswerte am lokalen
Minimum aus und setzten diese dann in die Definition ein.

Zur Lösung
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3 Lösungen

3.a Statistik

Lösung
1

zu Aufgabe 1 „Basiskennzahlen Statistik“

a) Berechnen Sie zu folgenden Werten die Basiskennzahlen:

Größe ∑
𝑖 = 1 … 𝑁 1 2 3 4 5 6

𝑁 1 1 1 1 1 1 6
𝑥𝑖 1 1 0 2 1 1 6
𝑦𝑖 3 4 2 4 3 3 19

𝑥2
𝑖 1 1 0 4 1 1 8

𝑦2
𝑖 9 16 4 16 9 9 63

𝑥𝑖 𝑦𝑖 3 4 0 8 3 3 21

b) Berechnen Sie nun (siehe z.B. Definition 3.2.5 und Definition 3.2.9):

a)
̄𝑥 = ⟨𝑥⟩ = 1

𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 6
6

= 1

b)
̄𝑦 = ⟨𝑦⟩ = 1

𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 19
6

= 3,166 …

c)
𝜎𝑥

2 = ⟨𝑥2⟩ − ⟨𝑥⟩2 = ( 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 ) − ̄𝑥2

= 8
6

− 1 = 0,333 …

d)
𝜎𝑦

2 = ⟨𝑦2⟩ − ⟨𝑦⟩2 = ( 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝑦2
𝑖 ) − ̄𝑦2

= 63
6

− 3,1662 ≈ 10,5 − 3 ⋅ 3,3 ≈ 0,5

e)
KOV(𝑥, 𝑦) = 1

𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑦𝑖 − ̄𝑥 ̄𝑦

= 21
6

− 1 ⋅ 3,166 ≈ 0,33

f) 𝑟2 = KOV(𝑥, 𝑦)2

KOV(𝑥, 𝑥) KOV(𝑦, 𝑦)

≈ 0,332

0,333 ⋅ 0,5
≈ 0,67
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3.b Funktionen

Lösung
2

zu Aufgabe 2 „Funktionen Prüfen“

Batrachten Sie unabhängig von der Funktion:
• Grenzwerte: 𝑥 → ∞ und 𝑥 → −∞
• Ursprung: 𝑥 = 0
• Nullstellen suchen: 𝑓(𝑥) = 0
• Extremwerte suchen: 𝑓 ′(𝑥) = 0

Lösung
3

zu Aufgabe 3 „Taylorreihe: lineare Näherung“

Für die lineare Näherung müssen Sie von der Taylorreihe nur die Konstante und den linearen Term
berücksichtigt werden.

𝑓(𝑥) = 𝑎 sin(𝑥)
𝑓 ′(𝑥) = 𝑎 cos(𝑥)

Damit ergibt sich

a) im Punkt 𝑥 = 0:

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(0) + (𝑥 − 0)𝑓 ′(0) = 0 + 𝑥 𝑎 und

b) im Punkt 𝑥 = 𝜋/2

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓 (𝜋
2

) + (𝑥 − 𝜋
2

) 𝑓 ′ (𝜋
2

) = 𝑎 + 0.

Im Ursprung hat die Näherungs-Gerade eine Steigung von 𝑎. Und bei 𝑥 = 𝜋
2

ist die Gerade eine Konstante,
also mit Steigung null. Das passt, denn dort hat der Sinus ein Maximum.

Lösung
4

zu Aufgabe 4 „Taylorreihe: Energiegleichgewicht“

Zuerst müssen wir die Lage des Minimums finden: 𝐸′(𝑥) = 0 und 𝐸″(𝑥) > 0.

Nullstellen der Ableitung finden:

𝐸′(𝑥) = 4 𝑘2 𝑥2 − 𝑏2 = 0.

Daraus ergeben sich die Extremwerte:

𝑥1,2 = ±√ 𝑏2

4 𝑘2 = ± 𝑏
2 𝑘

.

Berechnung der zweiten Ableitung:

𝐸″(𝑥) = 8 𝑘2 𝑥.

Diese muss > 0 sein, damit es sich bei dem Extremwert um ein Minimum handelt. Somit ergibt sich

𝑥𝑚𝑖𝑛 = 𝑏
2 𝑘

da 𝑏 > 0.
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Jetzt kommt die Taylorreihen-Entwicklung um den Punkt 𝑥0 = 𝑥𝑚𝑖𝑛 bis in zweite Ordnung mit der neuen
Ortsvariablen 𝜉 = 𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛:

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)⏟
=𝜉

𝑓 ′(𝑥0) + 1
2!

𝑓″(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)2⏟⏟⏟⏟⏟
=𝜉2

Da wir im Minimum sind, ist 𝑓 ′(𝑥0) = 0. Wir erhalten also:

𝐸(𝜉) ≈ 𝐸(𝑥𝑚𝑖𝑛) + 1
2

𝐸″(𝑥𝑚𝑖𝑛) 𝜉2

Nun die Konstanten berechnen:

𝐸(𝑥𝑚𝑖𝑛) = 4
3

𝑘2 ( 𝑏
2 𝑘

)
3

− 𝑏2 𝑏
2 𝑘

= 𝑏3

6 𝑘
− 𝑏3

2 𝑘
= − 𝑏3

3 𝑘

und

𝐸″(𝑥𝑚𝑖𝑛) = 8 𝑘2 𝑏
2 𝑘

= 4 𝑘 𝑏.

Somit erhalten wir die gesuchte Parabelgleichung:

𝐸(𝜉) = − 𝑏3

3 𝑘
+ 2 𝑘 𝑏 𝜉2.
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